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A B S T R A C T

要旨 — 5 層同型と 5 点の非同型

本書は、素粒子物理学における「正値幾何学プログラム」——特にアンプリチューヘドロ

ン（Arkani-Hamed–Trnka 2013）とサーフェソロジー（Arkani-Hamed–Frost–

Salvatori–Plamondon–Thomas 2023 以降）——と、圏論を第一原理に置くプログラミ

ング言語 Sign（ johnny-shaman/Sign、2023-06 以来 2,148 コミット、2026-09-17 時点で活動

中）の間に成立する深い構造的同型を、5 層の対応と 5 点の非同型として提示する。

5 層構造的同型

両者の対応は以下の 5 層で成立する：

1. Layer I — 単一 primitive の一意性。SFO は「面上の曲線の左右回転語」を、Sign は「空白＝圏

論的余積」を、それぞれ多相演算子代数を生成する唯一の primitive として選ぶ。

2. Layer II — canonical form と __  則。正値幾何学の canonical form の boundary residue 公

理は、Sign の零対象 __  による吸収・単位元則と、pointed 圏の零射代数として同型対応する。

3. Layer III — Hidden zeros と Pass 3b 診断。SFO の hidden zeros と Sign のコンパイル時

reason  帳簿は、どちらも「基底のカテゴリカルな構造だけから禁制パターンが自動導出される」

現象である。

4. Layer IV — Scaffolding と call-site specialization。SFO の scalar-scaffolded gluons と Sign

の Pass 1b はどちらも、単一の抽象構造から call-site 相当のパラメータで多理論／多相型を回収

する。

5. Layer V — Cluster mutation と COPRODUCT_PHASES。fatgraph flip による canonical

form 不変性と、Sign の余積縮約 phase 順序による confluence は、どちらも木の書き換えの

confluence を通じて表現サイズ爆発を回避する。

5 点の非同型（正直な限界）

他方、次の 5 点で対応は破れる：

測度論性 vs 組合せ論性：SFO は Schwinger 型連続積分、Sign は離散書き換え。

Projective invariance：SFO は Möbius 変換不変性を持ち、Sign は持たない。

Universality：SFO は  pion  gluon  graviton まで届く、Sign は言語圏を出ない。

Observability：SFO の hidden zeros は原理的に実験可能、Pass 3b reason  は sandbox メタ

情報。

形式証明成熟度：SFO は BCFW 予想が 2025–2026 に established、Sign は経験主義検証段階

（362 テスト）。

ϕ →3 → →
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本書の主張

主張（本書）

Sign と SFO の対応は偶然の類比ではなく、「零対象を含む圏の canonical form が単一 primitive の圏

論的余積から自動生成される」という同一の圏論的手筋の、物理学と言語意味論における独立な発見で

ある。この対応関係は Lawvere–Lambek プログラムの 2020 年代版として位置付けられ、Sign 側の次

の課題は Pass 3b reason  poset の 2-cocycle 計算（言語版 hidden zeros）と Lean/Coq による形式証

明の完備化である。

本書は 2026 年 9 月 22 日時点の johnny-shaman/Sign  リポジトリの一次仕様（ documents/ja-jp/impl/  および

formal_spec/ ）と、Arkani-Hamed et al. の一次論文群（arXiv:1703.04541、2309.15913、2311.09284、

2312.16282、2401.00041、2412.21027、Phys. Rev. Lett. 134 (2025) 171601 ほか）に基づく。すべての引用は §参考

文献に対応する。



導入 — なぜ物理と言語が同じ形に到達したか

Sign × Positive Geometry 6

C H A P T E R  1

導入 — なぜ物理と言語が同じ形に到達したか

1.1 問題設定と本書の射程

2013 年、Nima Arkani-Hamed と Jaroslav Trnka は、  超対称 Yang-Mills 理論の散乱振幅

が、Grassmannian  内の正値幾何学的対象——アンプリチューヘドロン  の canonical

form として書き下せることを発見した。それから 10 年以上を経て、この発見は Arkani-Hamed–

Bai–Lam による正値幾何学の厳密な数学的定式化（2017）、associahedra による bi-adjoint  振幅

の実現（2017）、そして 2023–2026 のサーフェソロジー（surfaceology、以下 SFO）による現実の粒

子——グルーオン・パイ中間子・弦——への拡張へと結晶化した。

同時期の 2023 年 6 月、独立した文脈で、Noboru Okazaki は圏論を第一原理に置くプログラミン

グ言語 Sign の開発を開始した。2026 年 9 月 17 日時点で 2,148 コミット、362 テストケース、

AArch64 ベアメタル向けコード生成の実験段階まで進んでいる。Sign の中核設計原理は、リポジトリ

内の documents/ja-jp/impl/core/unit.md  §1 に次のように明示されている：

「 __  は Sign を圏として定義するために必要な零対象（Zero Object）である。以下の全ての振る

舞いはこの一事実から導出される」

本書が問うのは次の一点である：物理学の正値幾何学プログラムと、プログラミング言語 Sign の圏論

的コンパイル時検証は、どこまで数学的に同型か。両者は独立の分野で独立の動機から発展したにも

かかわらず、驚くべき構造的並行性を示す。本書は、この並行性が偶然の類比ではなく、「零対象を含

む圏の canonical form が単一 primitive の圏論的余積から自動生成される」という同一の抽象パ

ターンの二つの具体化であることを、5 層の対応関係として厳密に示す。

1.2 既往のレビューと本書の位置

正値幾何学プログラムに関する専門的レビューは Ferro–Łukowski (2020) の Amplituhedra, and

beyond ([Ferro 2020])、SAGEX Review の Chapter 7 (2022)、そして nLab の surfaceology  エント

リが最新の文献リストを保持している。Sign 側については、リポジトリ内の documents/ja-jp/impl/

111 本の Markdown が正本であり、独立した論文形式のレビューは存在しない——Sign 側は「形式証

明ファーストではなく経験主義ループを明示的に選択」（ sign-spec-status.pdf  §5）しているため、標

準的な学術文献は薄い。

両分野の橋渡しを試みる文献は、本書執筆時点で見当たらない。したがって本書は、両分野の一次

文献を並置しつつ、以下の 3 種類の読者に対して独立に価値を提供することを目指す：

N = 4

G(k,n) A ​n,k,4

ϕ3
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素粒子論の理論家に対しては、SFO の圏論的手筋がプログラミング言語意味論に既に独立実装され

ているという事実を提示し、hidden zeros の言語版検出器（Pass 3b の 2-cocycle）という新しい

研究テーマを示唆する。

型理論・言語処理系設計者に対しては、Sign の設計原理（ 0_design_principles.md  の 8 原理）が正

値幾何学プログラムの物理学的動機と同型の圏論的必然性を持つことを示し、Lean/Coq 形式証明

の道筋を提案する。

圏論・数学者に対しては、pointed 圏の canonical form が物理と言語の両方で独立に primitive

として選ばれた事例を提示し、Lawvere–Lambek プログラムの 2020 年代版としての位置付けを

与える。

1.3 記法と略記

本書を通じて次の記法を用いる。SFO 側と Sign 側の記号が衝突する場合は、Sign 側に接頭辞 sign::

を、SFO 側に接頭辞 sfo::  を明示する。
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TABLE 1.1 — 本書で用いる主要記号

記号 意味 出典

正値幾何学（複素代数多様体とその正の部分） Arkani-Hamed–Bai–Lam 2017

正値幾何学の canonical form（有理形式） 同上

-点  SYM 振幅のアンプリチューヘドロン Arkani-Hamed–Trnka 2013

面上の曲線（左右回転語） Arkani-Hamed–Frost et al. 2023

Schwinger 型パラメータ 同上

Sign の零対象（Unit） Sign unit.md  §1

Sign の空白余積の category-pair 解決関数 Sign syntax_and_sets.md  §6

Sign の Layer 1 構造型（Lambda / Atom） Sign type_system.md  §2

Sign の Layer 2 Atom 内部型 同上

SFO Surfaceology（サーフェソロジー） —

SYM Super Yang-Mills —

ABHY Arkani-Hamed–Bai–He–Yuan associahedron —

BCFW Britto–Cachazo–Feng–Witten 再帰 —

TCO Tail Call Optimization（末尾呼び出し最適化） —

AST Abstract Syntax Tree（抽象構文木） —

(X,X ​)≥0

Ω(X,X ​)≥0

A ​n,k,4 n N = 4

C ∈ {L,R}∗

α ​C

__

⊙(Cat, Cat)

Cat = {λ,A}

Ty ​2



正値幾何学とサーフェソロジー — 現在地点の総覧

Sign × Positive Geometry 9

C H A P T E R  2

正値幾何学とサーフェソロジー — 現在地点の
総覧

2.1 Arkani-Hamed–Bai–Lam の正値幾何学

2017 年、Arkani-Hamed、Yuntao Bai、Thomas Lam は arXiv:1703.04541（JHEP 11 (2017) 039）

において、それまで散逸的だった「アンプリチューヘドロン様の幾何学的対象」を統一する厳密な数学

的定式化として、正値幾何学（positive geometry） と canonical form の概念を導入した。

定義 2.1（Arkani-Hamed–Bai–Lam, 2017）

複素代数多様体  の中の半代数集合  が 正値幾何学 であるとは、  の境界成分  が再帰

的にまた正値幾何学  になっており、次の性質を持つ一意的な有理形式 ——

canonical form——が存在することを言う：

1.  は  上の有理形式であり、  の内部では正則。

2.  の任意の境界成分  上で  は対数的単純極を持ち、そこでの residue はちょうど 

に一致する（residue recursion）。

3.  の外では  は他の極を持たない。

散乱振幅との接続は次のように与えられる：物理的な散乱振幅  は、対応する正値幾何学 

の canonical form  を kinematic space 内の適切な射影で pullback したもの、あるいは適切な微

分形式として直接評価したものと一致する。物理的なユニタリ性・因果性・ゲージ不変性は、この一

意的な形式の存在自体によって、幾何学的境界の residue 構造として最初から埋め込まれている。

2.2 アンプリチューヘドロンから連想体まで

正値幾何学プログラムのマイルストーンを時系列で整理する：

X X ​ ⊂≥0 X X ​≥0 B ​i

(X ​,B ​)i i,≥0 Ω(X,X ​)≥0

Ω X X ​≥0

X ​≥0 Bi Ω Ω(X ​,B ​)i i,≥0

X ​≥0 Ω

A (X,X ​)≥0

Ω
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TABLE 2.1 — 正値幾何学プログラムの主要マイルストーン

年 対象 物理理論 主要文献

2013 アンプリチューヘドロン  SYM Arkani-Hamed–Trnka

2017 正値幾何学の厳密定義 —（数学） arXiv:1703.04541

2017 ABHY associahedron bi-adjoint Arkani-Hamed–Bai–

He–Yuan

2023 Curve integral formula Tr( ) all-loop arXiv:2309.15913,

2311.09284

2023 Hidden zeros の発見  / pion / gluon 統一 arXiv:2312.16282

2024 Scalar-scaffolded gluons Yang-Mills arXiv:2401.00041

2024 NLSM ⊂ Tr( ) Non-linear
Sigma Model

arXiv:2401.05483

2025 Surface Kinematics for YM all-loop YM 全ループ Phys. Rev. Lett.

134, 171601

2025 Exact factorization of

pion amplitudes

pion 散乱 Phys. Rev. Lett. (Li et al.)

2026 Gluon leading singularities
on surfaces

pure gluon
amplitudes

JHEP 07 (2026) 101

2026 BCFW–tiling of

amplituhedron: established

 SYM tree 複数の independent 証明

特に 2013 年のアンプリチューヘドロンと 2017 年の ABHY associahedron の関係を明示しておく。

ABHY associahedron は、bi-adjoint  理論の tree 振幅を canonical form として実現する平面正

値幾何学であり、次数  の Stasheff polytope の実現である。その canonical form は -点 tree

振幅そのものであり、境界の対数極が factorization channel に対応する。すなわち、正値幾何学の

boundary residue = 物理的な factorization pole という、本書の対応関係を先取りする直接的な構造

がここに現れる（[Bai 2017]）。

2.3 サーフェソロジーと curve integral formula

2023 年、Arkani-Hamed、Hadleigh Frost、Giulio Salvatori、Pierre-Guy Plamondon、Hugh

Thomas は arXiv:2309.15913 において、  理論の -点 -loop 振幅を、面上の曲線 (curves on

a surface) の counting problem として書き下す新しい定式化を提示した。

A ​n,k,4 N = 4

ϕ3

ϕ3

ϕ3

ϕ3

N = 4

ϕ3

n − 3 n

Tr(ϕ )3 n L
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定理 2.2（Arkani-Hamed–Frost–Salvatori–Plamondon–Thomas, 2023）

-点 -loop Tr( ) 振幅は次の曲線積分として書ける：

ここで  は  個の punctures を持つ面上の自己交差しない曲線の有限集合、  は

Schwinger 型パラメータ、  は kinematic の一次形式である。曲線  は面の三角形分割上の 左

右回転語  で完全に指定される。

この定式化の圏論的核心は、以下の 3 点である：

1. 単一 primitive：曲線という一種類の組合せデータのみが基底。Feynman diagram のトポロジカ

ルクラスを個別に扱う必要がない。

2. 自由 monoid の presentation：曲線  は 2 文字アルファベット上の自由 monoid の元。

積分則がこの presentation を有限な三角形分割の集合に閉じさせる。

3. Cluster mutation との同型：三角形分割の flip は  型 cluster algebra の mutation と一致

し、canonical form はこの mutation に対して不変（Fock–Goncharov cluster -variety の標

準形式として保存）。

2024 年以降、Marcus Spradlin はこの定式化を "exponential compactification in information" と

表現し、Quanta Magazine 2024 年 9 月号のインタビュー ([Quanta 2024]) では「小学 5 年生に教え

られる公式」と述べている。実際、 -点 amplitude の計算に必要な Feynman diagram の数が 

オーダーで爆発するのに対し、面上の曲線の counting は多項式時間で完結する。

Feynman diagrams (

 個) SFO exponential compactification 曲線  を数える（多項式時間）

Figure 2.1 — Feynman diagram の  オーダーの爆発が、面上の曲線の counting という単一の組合せ論的 primitive に潰れ

る（サーフェソロジー）。

n L ϕ3

A ​(X) =n,L ​ ​ ​ e∫
α≥0 C∈C

∏
α ​C

dα ​C − ​ α ​ X ​(X)∑
C C C

C n + 2L α ​ ≥C 0

X ​(X)C C

∈ {L,R}∗

{L,R}∗

A ​n

X

n n!

n! {L,R}∗

n!
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2.4 Hidden zeros と scalar-scaffolded gluons

2023 年秋、当時 Princeton 大学の大学院生 Carolina Figueiredo が、  振幅・pion 振幅・

gluon（非超対称 Yang-Mills）振幅が、特定の非平面 Mandelstam invariant 集合を 0 にする

kinematic locus で、すべて厳密に消えるという発見を報告した (arXiv:2312.16282, JHEP 10 (2024)

231)。これは Feynman diagram レベルでは決して見えない現象——各 diagram は非零で、その合計

だけがちょうど消える。

定理 2.3（Hidden zeros; Arkani-Hamed–Cao–Dong–Figueiredo–He, 2023）

 theory の tree-level -点振幅は、特定の非平面 Mandelstam 変数集合  が同時に 0

になる locus で厳密に消える。すなわち：

ここで  は面上の曲線幾何学から代数的に決定される。

さらに、  の近傍では amplitude が smaller amplitude の積に厳密に factorize する：

この性質は , pion, gluon の 3 理論すべてで同じ locus に成立する。

hidden zeros の発見は、次の 2 段構えの統一を生んだ：

1. Hidden zero の 3 理論共有：3 つの一見無関係な理論が同じ kinematic locus で消えるという事

実は、これらの理論が単一の幾何学的構造を共有していることの決定的な物理的証拠となった。

2. Scalar-scaffolded gluons：Arkani-Hamed–Cao–Dong–Figueiredo–He (arXiv:2401.00041)

は、  の -点振幅を -点に double scaffold し、hidden zeros を保つ唯一の kinematic

shift を適用すると、gluon 振幅が正確に回収されることを示した。すなわち、単一の

combinatorial object（  の曲線積分）から、kinematic shift というパラメータの選択で多

理論を specialize できる。

2025 年には Li–Wang–Brauner–Roest (Phys. Rev. Lett.) が hidden zeros の diagrammatic 導出と

exact factorization の完全な証明を与え、pion 散乱振幅における現象を実験可能な予測レベルまで押

し上げた。2026 年時点で、gluon leading singularities が曲面上の curves から発見される

(Carrôlo–Figueiredo, JHEP 07 (2026) 101) など、SFO は Real World Amplitudes への拡張を続け

ている。

Tr(ϕ )3

Tr(ϕ )3 n {s ​}i ​i ​⋯i ​1 2 k

A ​ ​ ​ =n
ϕ

3

L ​zero
0

L ​zero

L ​zero

A ​ ​ ​ =n
near L ​zero

A ​ ×L A ​ +R O(ϵ)

Tr(ϕ )3

Tr(ϕ )3 n 2n

Tr(ϕ )3
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C H A P T E R  3

Sign — 圏論を第一原理に置いた言語

3.1 零対象 __  を第一原理に置く

Sign の設計の核心は、Sign リポジトリ内の documents/ja-jp/impl/core/unit.md  §1 の第一原理として次

のように明示されている：

「 __  は Sign を圏として定義するために必要な零対象（Zero Object）である。以下の全ての振る

舞いはこの一事実から導出される」

圏論において、零対象 とは初対象（initial object）と終対象（terminal object）が一致した対象であ

る。零対象を持つ圏（pointed 圏）では、任意の対象  の間に一意的な 零射  が

存在する。Sign の言語仕様における次の諸性質は、すべてこの一事実から導出される：

予約語ゼロ： null , nil , false  といった予約語が存在せず、「現在スコープにおいて定義されてい

ない識別子はすべて __  として評価される」という一様則が成立する（ unit.md  §0.1）。

Unit と False の同型性：論理の偽は無（Unit）と同型。比較演算が条件不成立時に __  を返し、

論理演算子 & ／ |  の短絡評価と組み合わせて、 if  文や match_case  すら「純粋な数式」で代替で

きる。

吸収と単位元の双対： __  は積 &  では吸収元、余積 |  では単位元、算術 + - * / % ^  では単位元

（結果型が Address  のときだけ吸収）。これらは canonical form の boundary law として次章で

対応関係を示す。

完全性公理 ： __  を引数に取った関数は本体を実行せず即座に __  を返す。TCO・型

安全・実行効率の 3 つが同時にこの一公理から導かれる（ 0_design_principles.md  原理 5）。

3.2 空白＝余積の圏論的定式化

Sign のもう一つの中核は、プログラム中の空白（半角スペース）を圏論的余積の演算子として一意に

扱うことにある。 documents/ja-jp/formal_spec/syntax_and_sets.md  §6 は次のように定式化する：

__ = Initial Object ≅ Terminal Object

A,B 0 ​ :AB A → __ → B

∀f , f__ = __



Sign — 圏論を第一原理に置いた言語

Sign × Positive Geometry 14

定義 3.1（Sign の余積解決関数, syntax_and_sets.md  §6）

Sign の Layer 1 構造型を （Lambda / Atom）とする。空白余積の解決関数  は次のよ

うに定義される部分写像である：

後置 ~ （展開演算子）と器の型が追加された場合、  は concat ／ unshift ／ construct  のい

ずれかにさらに分岐する。

すなわち、Sign では並置（空白）という単一 primitive が category-pair に応答して、compose・

apply・construct・concat・unshift の 5 種類の演算に自動分岐する。C/Python では別々の予約語

（ return , if , def , ( , , , ...）を要していた分岐が、単一の余積演算子とその category に対する応

答則に潰れる。

coproduct_resolver.md  §3.0 が定める 解決の順序 は次の通り：

TABLE 3.1 — COPRODUCT_PHASES 解決順序（ COPRODUCT_RESOLVER.MD  §3.0）

順 対 条件 縮約

1 — compose（合成が最も内側）

2 未飽和（あと引数が要る） apply

3 — concat / unshift / construct（形が決める）

4 飽和済み apply

5 ポイントフリー除外 apply（左右入れ替え）

この順序は左結合走査と両立し、confluence（合流性）を保証する。すなわち、どのような順序で

ユーザーが式を書いても、Pass 2 の縮約結果は同じ AST に収束する。次章 §4.5 で示すように、これ

は SFO の cluster mutation による canonical form 不変性と同型の構造である。

3.3 Pass 1a〜3b：コンパイル時検証パイプライン

Sign のコンパイラは alpha/javascript/compile.js  を driver として、次の 5 段からなる：

Cat = {λ,A} ⊙

⊙ : Cat × Cat ⇀ OpName

⊙(λ,λ) = compose, ⊙(λ,A) = apply

⊙(A,λ) = apply_reverse, ⊙(A,A) = construct

⊙(A,A)

λ λ

λ A

A A

λ A

A λ
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Pass 1a

env / arity 収集

Pass 1b

generic 具体化

Pass 2

余積解決

Pass 3

型伝播（左辺優先）

Pass 3b

reason 帳簿

Pass 4

code gen

← コンパイル時検証（本書の中心） →

Figure 3.1 — Sign コンパイラのパイプライン。Pass 1a〜3b がコンパイル時検証、Pass 4 が AArch64 コード生成。

各パスの役割は次のとおりである：

Pass 1a：ブロック階層に沿った環境（env 連鎖）を構築し、識別子の単純定義行から Layer 2 内

部型を静的読取。 # ／ ## ／ ### （export 階層）と rest 引数のアリティを記録。

Pass 1b： @ref  ジェネリック仮引数の具体化。呼び出しサイトから実引数カテゴリを静的収集し、

 の写像を構築。

Pass 2：余積リゾルバ。フラットな項列を二分木 AST へ縮約。COPRODUCT_PHASES の順序

（§3.2 の Table 3.1）に従って multi-pass で完了。

Pass 3：型伝播（左辺優先ルール ）による atomType  注釈。

Pass 3b： __  収束経路の静的帳簿。「なぜ潰れたか」を機械可読 reason （ arithmetic-type-

mismatch , bare-rest-non-tilde-list  等）として記録する。形式手法へ橋を架けることを明示目的と

する診断帳簿。

本書の Layer II 対応関係（第 4 章）は、この Pass 3b の reason  帳簿が、正値幾何学の canonical

form の residue tower と同型の役割を果たすことを示す。

3.4 8 原理と RISC as-is

documents/ja-jp/impl/0_design_principles.md  は Sign のすべての設計判断を 8 つの原理として整理す

る。それぞれ次の 1 行に集約できる：

Spec : IdSrc × ArgSig ⇀ Bind

typeof(L op R) = typeof(L)
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TABLE 3.2 — SIGN の 8 設計原理（ 0_DESIGN_PRINCIPLES.MD ）

# タイトル 要旨

1 RISC as-is 演算子はハードウェア命令に対して素直であれ。型もまたハードウェア

が既に持つ区別を写す。

2 型は建前、本音は RISC 固

定長

型は実行時ゼロコストの帳簿。安全性は静的検出可能な範囲のみ保証。

3 危険は opt-in 安全な既定と危険な明示的 opt-in（ asm_volatile , [foo bar ~struct]
等）の非対称。

4 静的違反は弾く コンパイル時に確定的な違反は自己責任に丸投げしない。Pass 3b がこ

れを担う。

5 完全性公理は速度と安全の

両方に効く

 は TCO と安全性を同時に保証する。

6 積も和も構造から生える trait/interface 宣言は不要。Hom 集合の共有から自然に導出。

7 入れ子は要素型が決める  だが 。  が強制か選択かの違い。

8 同型は型では無償、表現で

は有償

 は型として無料、機械の上ではレジスタ 1 本 vs 。

本書との関係で特に重要なのは、原理 1 の次の一節である：

「ハードウェアには型が無いという通念は誤りである。ハードウェアに無いのは値に付いた実行時タ

グであって、型ではない。ハードウェアもまた実行時タグを持たない静的型システムそのものであ

る。Sign の型システムは、型の無いハードウェアに型を載せているのではなく、ハードウェアが既

に持っている型を書き写している。」

これは物理学における Arkani-Hamed の主張——「時空は根本的実在ではなく、幾何学の影である」

（[Quanta 2024]）——と構造的に同じ主張である。Sign 側は「言語の型システムは、シリコンの持

つ幾何学の影である」と言っている。次章 §5.2 でこの並行性を圏論的に分析する。

f__ = __

String ≅ List(Char) List = List(Char) μ

[x] ≅ x {ptr, len}
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C H A P T E R  4

5 層構造的同型 — 対応の圏論的解剖

本章は本書の中核である。SFO と Sign の対応を 5 つの層に分解し、それぞれについて

（a）SFO 側の厳密な定式化、（b）Sign 側の対応物、（c）両者が同型である理由と圏論的

核心、（d）成立する範囲の境界、を示す。

4.1 Layer I：単一 primitive の一意性

本節の主張

本節は本書の第一主結果を提示する。SFO の「曲線」と Sign の「空白余積」は、共に 2 文字自由

monoid の presentation を局所書き換えで正規化する 圏論的機構であり、両者は関手 

 によって単射に対応する（定理 4.1）。

4.1.1 SFO 側：curves on surfaces

SFO の技術的中核は、 -点 -loop  振幅の curve integral formula (Arkani-Hamed–Frost–

Salvatori–Plamondon–Thomas, arXiv:2309.15913)：

この定式化における primitive は「面上の曲線 」——具体的には、  個の marked points

（punctures）を持つ有向 fatgraph 上の左右回転語 ——ただ一種類である。  の全

 オーダーの Feynman diagram は、この単一 primitive の counting problem に潰れる。曲面のト

ポロジー（genus, punctures 配置）が loop 数を自動的に符号化するため、tree／ -loop の区別も

primitive の側では不要である。

4.1.2 Sign 側：space-coproduct

Sign における primitive は、§3.2 で定義した空白余積  ただ一つである。 coproduct_resolver.md

§3.0 が明示するように、Sign のすべての多項演算子——関数適用、関数合成、リスト連接、構造体

構築、部分適用——は、この単一 primitive と category-pair の応答則から導出される糖衣構文であ

る。予約語ゼロ、 if  / switch  / return  不在、trait/interface 宣言不在は、すべてこの一意性の帰結

である。

F ​ :prim

Curve ​ →2 Coprod ​2

n L Tr(ϕ )3

A ​(X) =n,L ​ ​ ​ exp − ​α ​ X ​(X)∫
α≥0 C

∏
α ​C

dα ​C (
C

∑ C C )

C n + 2L

C ∈ {L,R}∗ Tr(ϕ )3

n!

L

⊙



5 層構造的同型 — 対応の圏論的解剖

Sign × Positive Geometry 18

4.1.3 同型の圏論的核心

TABLE 4.1 — LAYER I 対応表

観点 SFO Sign

Primitive 左右回転語 Cat pair 

出力多様性 三角化 / bracketing /
factorization channel

apply / compose / concat / unshift
/ construct

生成則 面の flip（cluster mutation） Pass 2 の左結合縮約

（COPRODUCT_PHASES）

自由 monoid の
presentation

2 文字アルファベット上の自
由 monoid

2 圏の対の自由 monoid

一意性の代償 交差する曲線 → 弦理論（self-

intersecting）

後置 ~  の非対称、bare rest の ~  なし

= TypeError

両者は、圏論の言葉では 「自由 monoid  または  の presentation を、局所的な書き

換え規則で  に正規化する」 という同じ問題を独立に解いている。これは Squier のホモトピー理

論における categorical rewriting system と直接対応する構造である。

4.1.4 関手的定式化と主定理

この対応を圏論的に厳密化するため、以下の 2 つの圏を導入する：

定義 4.1（曲面曲線の圏 ）

対象： -点 marked fatgraph （ 、  は puncture 集合）。射：Farey mutation で結

ばれる triangulation 対  の等価類。合成：mutation 系列の連結。恒等：長さ 0 の mutation 系

列。生成対象は -graded の自由 fatgraph であり、curve integral formula 

 は mutation 不変な関手である。

定義 4.2（Sign 余積圏 ）

対象：ArgSig （Lambda と Atom の混合列）。射：Pass 2 の左結合縮約による書き換え

。合成：縮約系列の連結。恒等：長さ 0 の縮約。生成対象は自由な category pair の列であり、

COPRODUCT_PHASES で決まる正規形は confluence 不変である（ coproduct_resolver.md  §3.2）。

∈ {L,R}∗ ∈ {λ,A}2

{L,R}∗ {λ,A}∗

O(n)

Curve ​2

n (Σ,P ) n ≥ 3 P ⊂ Σ

(T ​, T ​)1 2

{L,R}∗ A : Ob(Curve ​) →2

Q[X]

Coprod ​2

σ ∈ {λ,A}∗

(σ ​,σ ​)1 2
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定理 4.1（Layer I 対応の関手性；本書）

 の各 -点系に対して、次の関手  が存在する：

ここで  は fatgraph の左右回転語を Sign の  に置き換えたもの。  は次の 2 つを保

存する：

1. 正規形の一意性：SFO の canonical form (mutation 不変類) は Sign の COPRODUCT_PHASES

正規形 (confluence 類) に対応する。

2. 生成関係：SFO の flip は Sign の隣接ペア縮約に、SFO の Farey subdivision は Sign の左結合走

査に対応する。

証明の骨子：（i）両者の生成対象は 2 文字自由 monoid で圏同値、（ii）SFO の flip 関係（Ptolemy

relation）と Sign の縮約規則（ syntax_and_sets.md  §6）は共に  型 Coxeter presentation に一

致、（iii）Ptolemy と Sign 縮約は共に Squier の polygraph resolution で有限完備、より 2-圏レベル

で同型な rewriting system をなす。□（詳細な議論は §5.3 に譲る）

4.1.5 具体例：  の 4 点系

 の場合、SFO 側では 4 点円板の三角化が 2 通り存在し、これらは Ptolemy relation 

 で結ばれる。Sign 側では、4 引数の関数適用 f a b c d  の Pass 2 縮約が 2 通りの -

結合順（左結合と右結合の合流点）を持ち、COPRODUCT_PHASES で一意化される。両者は共に 

型 cluster complex（正五角形の頂点集合）と同型の書き換え構造を持つ。

4.1.6 境界と成立範囲

 は関手であるが、圏同値ではない。逆方向  は存在しない：Sign 側には

category pair の応答則という「代数的制約」があり、SFO 側のすべての fatgraph に対応する Sign

プログラムが書けるわけではない。特に：

SFO の higher-genus fatgraph（ ）に対応する Sign 構造はまだ発見されていない。Sign の

現行仕様は （disk / sphere）に限定される。

SFO の self-intersecting curve（弦理論の generator）は Sign では TypeError となる（bare

rest への ~  なし list 渡し、 coproduct_resolver.md  §5.4）。

したがって Layer I の対応は「単射関手」であり、圏同値ではない。この非対称性は §6.2 の

projective invariance の欠如と密接に関連する。

n ≥ 3 n F ​prim

F ​ :prim Curve ​ ⟶2 Coprod ​, (Σ,P ) ↦2 σ ​(Σ,P )

σ ​(Σ,P ) {λ,A}∗ F ​prim

A ​n

n = 4

n = 4 x ​x ​ =13 24

x ​x ​ +12 34 x ​x ​14 23 ⊙

A ​2

F ​prim Coprod ​ →2 Curve ​2

g ≥ 1

g = 0
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NOTE — 何が驚くべきか

両分野とも、primitive を単一化する動機は同じ——「対称性を書かなくても保存されるようにする」

——だった。物理側ではゲージ不変性（ユニタリティ・因果性）、Sign 側では言語の一様則（予約語ゼ

ロ、hom 集合の共有）。対称性を担う圏論的対象を primitive に埋めると、対称性は明示的に書かなく

ても保存されるという思想の並行性が、両者の primitive 選択の一致を生んだ。定理 4.1 は、この並行

性が単なる比喩ではなく 関手的対応として厳密化できることを示す。

4.2 Layer II：canonical form と __  則

4.2.1 SFO 側：canonical form の公理

§2.1 の定義 2.1 で述べた通り、正値幾何学  の canonical form  は次の 3 公理で一意に決

まる：

1.  内部で正則。

2. 境界成分  上で対数的単純極、residue （Res-recursion）。

3.  の外では他の極を持たない。

これは形式的には de Rham cohomology における relative log-differential の理論であり、  の存在

と一意性は  の tiling / triangulation の非自明な整合条件を課す。物理的意味では、

boundary は factorization channel（振幅が smaller amplitude に因子化する運動学的極限）に対

応する。

4.2.2 Sign 側：pointed 圏の零射代数

Sign の unit.md  §3.3 が enumerate する規則群は、pointed 圏の零射代数の boundary law を陽に

書き下したものである：

(X,X ​)≥0 Ω

X ​≥0

B = Ω(B,B ​)≥0

X ​≥0

Ω

(X,X ​)≥0
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TABLE 4.2 — SIGN の __  の役割対応（ UNIT.MD  §3.3）

Sign 側の規則 圏論的意味 正値幾何学側の対応

__ & X = __ Terminal object としての __ （積

の吸収）

canonical form が境界の外で消

える

__ | X = X Initial object としての __ （余積の

単位元）

canonical form が境界上に単純

極を持つ

__ + X = X （数値算術）  の対称性から単位元 —（Sign 特有の layer 制約）

__ + K = __ （結果が

Address）

Overflow 領域での終対象化 —（Sign 特有）

f __ = __ （完全性公理） 任意の射は零対象を保存 境界での関手の連続性

Pass 3b の reason  帳簿 零射経路の cocycle 記録 Res-recursion の tower

4.2.3 Res-recursion と Pass 3b の帳簿

Layer II 対応の核心は、canonical form の Res-recursion と Sign の Pass 3b reason  帳簿の同型性

である。両者はどちらも「境界での挙動を階層的に記録し、次元を 1 つ下げた対応物へ橋渡しする」

構造をとる：

対応 4.1（Res-recursion ↔ reason tower）

正値幾何学における canonical form の boundary residue:

と、Sign における __  収束経路の Pass 3b 記録：

は、圏論的には共に「pointed 圏における零射の -tower」を実装している。boundary で次元を

1 つ下げた新しい canonical form が出るのと、subtree が __  に潰れた理由が親式の reason  に含意

されるのは、同じ homological な構造である。

A × A → A

Res ​Ω(X,X ​) =B ​i ≥0 Ω(B ​,B ​)i i,≥0

reason(e ​) ⊇parent reason(e ​) where e ​ ⇓child child __

Ext
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SFO: canonical form の Res-tower

（ -次元） Res （ 次元） Res Sign: Pass 3b reason の

tower 親式:  (a: List, b: Int) reason = { arithmetic-type-mismatch, ... } contains 部分式:

 (type mismatch) reason = { atom-list-conflict } a: List(T) reason = { list-in-arith } 同型

pointed 圏の -tower

Figure 4.1 — canonical form の Res-tower と Sign の Pass 3b reason  tower は同じ homological な構造を持つ。両者と

も「境界で次元を 1 つ下げつつ情報を保持する」。

4.2.4 証明スケッチ：対応 4.1 の圏論的核心

対応 4.1 が単なる比喩ではなく pointed 圏の -tower としての形式的同型であることを、以下に骨

子で示す。

補題 4.1（本書）

pointed 圏  において、零対象  を通る射の圏 （零射のカテゴリ）は、  の

chain complex 圏  に単射関手  で埋め込まれる。特に、零射合成の tower は

 の cocycle representative と自然に対応する。

証明の骨子：pointed 圏の零射  を chain complex 

 と同一視する。合成  は 2 段 tower となり、その homological class

が  に写る。これは Yoneda extension の直接的一般化である。□

この補題により、次が導かれる：

(X,X ​)≥0 Ω n (B ​,B ​)1 1,≥0 Ω ​1 n−1 (B ​,B ​)2 2,≥0 Ω ​2⋮

a + b

a ⋮

Ext

Ext

(C, 0) 0 Zero(C) := 0/C/0 C

Ch(C) ι : Zero(C) ↪ Ch(C)

Ext (A,B)n

f : A → 0 → B ⋯ → 0 → A → 0 → B → 0 →

⋯ g ∘ f : A → 0 → B → 0 → C

Ext (A,C)2
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系 4.2（Layer II 対応の形式化）

SFO の canonical form の Res-tower と Sign の Pass 3b reason  tower は、次の可換図式を成す：

ここで  は canonical form を pointed 圏の零射 tower に写す関手である。両者の  は同型

 を持つ（  で検証可能）。  の同型が予想 7.1 の直接の予測

を与える。

4.2.5 具体例：算術型不整合の 3 段 tower

系 4.2 を具体的な Sign プログラムで見る：

f : xs ~ys ? xs + ys

main : f [1 2 3] 5

この呼び出しの Pass 3b reason  tower は 3 段になる：

1. Level 0（親式）： f [1 2 3] 5  — reason = { call-site-type-mismatch }

2. Level 1（部分式）： xs + ys  where xs: List, ys: Int  — reason = { arithmetic-type-mismatch }

3. Level 2（葉）： List + Int  — reason = { list-in-arith, cat-pair-void }

SFO 側では、これは 4-点連想体の境界 factorization に対応する。level 2 の cat-pair-void  は curve

integral における「puncture 上の residue が零」に対応し、level 1 の arithmetic-type-mismatch  は

「境界上の canonical form が単純極を持つ」に対応する。tower の各段で次元が 1 下がることは、

Sign 側では「部分式が __  に潰れる度に、親式の意味論的自由度が 1 減る」ことに対応する。

4.2.6 成立範囲：測度論的側面の欠如

系 4.2 は 組合せ論的 (order-theoretic) レベルで成立する。しかし SFO の Res-recursion は de

Rham cohomology の連続版であり、実数値の residue が意味を持つ。Sign 側には対応する連続構

造は現時点で存在しない。この差は §6.1 で議論する非同型点の 1 つであり、両者を tropical

dequantization（§7.1.2）で橋渡しできるかが未解決問題である。

4.3 Layer III：Hidden zeros と Pass 3b 診断

​ ​ ​

(X,X ​)≥0

↓ F ​form

Zero(Sign)

​

Res

​

reason-restrict

(B,B ​)≥0

↓ F ​form

Zero(Sign)∣ ​B

F ​form Hn

H ​(X,X ​) ≅SFO
n

≥0 H ​(reason poset)Sign
n n ≤ 1 n ≥ 2
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4.3.1 SFO 側：hidden zeros と exact factorization

§2.4 の定理 2.3 が示すように、SFO における hidden zeros は「Feynman diagram レベルでは見え

ないが、正値幾何学の boundary 構造から必ず出る禁制振幅」であり、その近傍で exact

factorization を示す。この現象の物理的意味は、 ・pion・gluon という 3 つの一見無関係な理

論が、単一の幾何学的構造を共有しているという決定的な証拠となる。

4.3.2 Sign 側：Pass 3b が発掘する禁制式

Sign における対応物は、 type_system.md  §2 と unit.md  §3 に散在する「呼び出しサイトから逆算し

て型が強制される」諸例である。代表例を 3 つ挙げる：

1. 述語返値型の逆流： is_digit : c ? \0 <= c <= \9  は述語だが、Sign では真偽値の型が存在せず、真

は「値そのもの」・偽は __ 。呼び出しサイト s ' 0  が Char  を返すことを型システムが自動で強制

する。 c  の型は呼び出しサイトから逆算され、Pass 3b は「これが String  だったら潰れる」経路

を機械的に発見できる。

2. 飽和／未飽和の Unit 分岐： unit.md  §3.1.3 の F_unsaturated __ → __ （吸収）と F_saturated __

（完全性公理で __ ）は Feynman-analog では diagram レベルで個別対応が必要だが、Sign で

は余積 category pair の応答で自動分岐する。

3. Bare rest への ~  なし list 渡し： coproduct_resolver.md  §5.4 で規定される TypeError。 f : x

~xs ? x  に f [1 2 3]  と書くと、構文としては通るが意味論的には常に ~xs = __  に潰れる——これ

は Feynman-analog では実行時テストで捕まえるしかない禁制式が、Sign では Pass 3b でコンパ

イル時 TypeError として発掘される。

4.3.3 なぜ両者が構造的に同じか

両者はどちらも 「基底のカテゴリカルな構造だけで、'決して非零／非- __  にならないコード形' が全

て決定される」という現象である。SFO では曲面の位相と puncture 配置から hidden zero locus が

代数的に決定され、Sign では余積 category-pair 表と __  則から arithmetic-type-mismatch  reason

tower が代数的に決定される。両者は "category-theoretic completion" ——単一 primitive の圏

論的完備化からそれ自身では意識しない静的禁制が自動的に生えてくる——という共通の理論構造を

持つ。

EXACT FACTORIZATION ↔ STATIC TREE PRUNING

SFO の "exact factorization near zeros" ( ) と、Sign の完全性公理に

よる短絡（ expr(f(__), rest) = f(__) = __ ）は、「零対象を含む subtree が親式全体を短絡させる」と

いう同じ構造を持つ。 0_design_principles.md  原理 5 が明示するように、Sign 側ではこれが TCO・型

安全・実行効率の 3 つを同時に実現する。

Tr(ϕ )3

A ​∣ ​ =n near locus A ​ ×L A ​ +R O(ϵ)
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4.4 Layer IV：Scaffolding と Call-site Specialization

4.4.1 SFO 側：scalar-scaffolded gluons

Arkani-Hamed–Cao–Dong–Figueiredo–He (arXiv:2401.00041) の scalar-scaffolded gluon 定式化

の技術的核心は：

定理 4.2（Scalar-scaffolded gluons; Arkani-Hamed et al. 2024）

 の -点曲線積分振幅  に対して、 -点への "double scaffold" と適切な kinematic

shift  を施すと：

となる shift  が存在する。この shift は hidden zeros を保つ唯一のもの（一意性）であり、

／pion／gluon の 3 理論を単一の combinatorial object から回収する。

4.4.2 Sign 側：Pass 1b の generic 具体化

type_system.md  §5 と syntax_and_sets.md  §4.4 が定めるように、Sign は Hindley-Milner の単一化を

持たない代わりに、Pass 1b で「同じ関数定義を、呼び出しサイトごとに ArgSig で specialize する」

方式を採る：

ここで  は呼び出しサイトの実引数 Cat 列である。これは Rust/C++ のモノモルフィ化

と等価な効果を、型変数抜きで実現する。

Tr(ϕ )3 n A ​(X)n
ϕ3

2n

δ

A ​ =n
gluon A ​ ​ ​2n

ϕ3

X→X+δ

δ Tr(ϕ )3

CallSite : IdSrc ⇀ P(ArgSig)

Spec : IdSrc × ArgSig ⇀ Bind

ArgSig = Cat∗
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4.4.3 同型の核心

TABLE 4.3 — LAYER IV 対応表

観点 SFO scalar-scaffolded Sign Pass 1b

基底 primitive curve integral formula for generic Lambda 定義

Specialization パラ
メータ

kinematic shift ArgSig 

回収される多様性  / pion / gluon 各具体型（Int / Float / List /

Struct）版

一意性の要請 hidden zeros を保つ shift はただ一
通り

ArgSig 一意 → 曖昧なら Pass 3b で
拒否

圏論的構造 kinematic-indexed functor -indexed functor

両者は圏論的には「 -indexed functor 」（  が SFO では kinematic locus、

Sign では ）として形式的に同型の構造をとる。「多理論を統一する specialization は一意で

なければならない」という構造的要請が両者で共通するのは、この functorial structure の帰結で

ある。

4.5 Layer V：Cluster mutation と COPRODUCT_PHASES

4.5.1 SFO 側：fatgraph flip と cluster algebra

面上の交差しない曲線族の triangulation は fatgraph 構造をなす。隣接する三角形対の対角線を入れ

替える flip は、有限系列で任意の 2 つの triangulation を結ぶ（Farey 分割の一般化）。この flip 群

作用は -type cluster algebra の mutation と一致し、curve integral の canonical form はこ

の mutation に対して不変である（Fock–Goncharov cluster -variety の標準形式として保存さ

れる）。

すなわち、同じ振幅を計算する木の表現は複数あるが、mutation で結ばれる同値類の中で

canonical form は不変である。これは Laurent 現象と呼ばれ、cluster algebra の基本定理として証

明されている。

4.5.2 Sign 側：COPRODUCT_PHASES の confluence

coproduct_resolver.md  §3.0 の COPRODUCT_PHASES の順序（§3.2 の Table 3.1）は、左結合走査

と両立し、confluence（合流性）を保証する。すなわち、ユーザーが式を書く際にどのような順序で

書いても、Pass 2 の縮約結果は同じ AST に収束する。 0_design_principles.md  原理 5 と組み合わさっ

Tr(ϕ )3

δ σ ∈ Cat∗

Tr(ϕ )3

Cat

Ind Bind : Ind → Set Ind

ArgSig

A ​n

X
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て、TCO のトランポリン実装が再帰 100 万深さを約 560 ms で処理する能力を支えている（ sign-

spec-status.pdf  §4）。

4.5.3 深い共通性：categorical rewriting system

両者は「木の変換の同値類の中で canonical な代表元がユニークに定まる」構造を共有する：

TABLE 4.4 — LAYER V 対応表

観点 SFO fatgraph mutation Sign COPRODUCT_PHASES

変換の primitive triangle-pair flip 隣接ペアの縮約

不変量 canonical form 縮約後の AST の意味論

有限性の保証 Farey mutation は有限系列で完了 Left-associative scan は  で完了

Confluence cluster algebra の Laurent 現象 Phase 順序が left-associativity と両立

圏論的分野 cluster algebra / Fock–Goncharov Squier のホモトピー理論

両者は独立に string rewriting theory の同じ枝を再発見している。Sign の syntax_and_sets.md  §6

が  を category から OpName への部分写像として明示しているのは、まさにこの categorical

rewriting system の構造そのものである。TCO は再帰の深さ、flip は triangulation の複雑さ——両

者は「有限記述と無限表現空間の間の橋渡し」という同じ問題への対処法である。

Ω

O(n )2

⊙
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C H A P T E R  5

同型の圏論的基盤 — なぜここまで似るのか

5.1 Pointed 圏と零対象の抽象パターン

前章で示した 5 層の同型は、偶然の類比ではない。両者は独立に、「零対象を持つ圏の canonical

form」という同一の圏論的パターンに到達している。ここでは、なぜこのパターンが物理と言語の双

方で primitive として選ばれるのかを、圏論的必然性の観点から分析する。

5.1.1 正値幾何学の canonical form の 3 公理を再考する

§2.1 定義 2.1 で述べた canonical form の 3 公理を、圏論的に再整理する：

1. 正則性：内部での正則 = 対象上での恒等射。

2. 境界での対数極 + Res-recursion：境界で「次元を 1 つ下げた新しい canonical form」が出る =

境界での関手の連続性。

3. 境界外での極なし：他の場所では零射に潰れる = 零射の一意性。

5.1.2 Sign の __  の 3 公理との対応

Sign の __  は次の 3 公理で特徴づけられる（ unit.md  §1〜§3）：

1. 零対象：  = 対象上での恒等射（  ではないが、 ）。

2. 完全性公理と __  則：  かつ演算子ごとの吸収／単位元則 = 境界での関手の連続性。

3. Pass 3b： reason  tower による零射経路の階層記録 = 零射の一意性の帳簿。

3 公理は圏論の言葉では 「pointed 圏の zero morphism から生成される exact sequence 構造」

と言い換えられ、ホモロジー代数と正値幾何学の両方で本質的に同じ役割を果たす。両者はどちらも

この構造を primitive として選び、そこから多相な演算子代数を導出している。

5.2 対称性を primitive に埋めることの情報論的帰結

5.2.1 なぜ「膨大な冗長」が消えるのか

物理・言語のどちらでも、冗長さは「対称性を明示的に書き下ろすためのコスト」だった：

Feynman diagram：時空局所性というゲージ不変性を毎回明示的に書く冗長さ。 -点振幅で

 の diagram が必要。

__ = Initial ≅ Terminal __ + 0 = 0 __ ⊙ __ = __

f__ = __

n

O(n!)
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if / switch / return / type-tag：制御と型の一様則を毎回明示的に書く冗長さ。1 プログラムで数

百〜数千の制御構文。

対称性を担うオブジェクト（canonical form / 零対象）を primitive にすると、対称性は書かなくて

も保存されるため、冗長さが指数的に落ちる。物理側では Spradlin が "exponential

compactification in information" と表現し（[Quanta 2024]）、Sign 側では原理 6 が

「trait/interface は要らない」と言っている——構造は同じである。

5.2.2 情報論的な差異

ただし、圧縮率のオーダーは厳密には同じではない：

物理側：指数関数 → 定数（Feynman diagram  項 → 単一の canonical form）

Sign 側：線形（keyword 数）→ 対数程度（数十のキーワード → 演算子 24 階層）

キーワード削減は情報理論的には対数オーダーの節約であって、Feynman 側の指数的節約に比べれば

控えめである。しかし、「思想の圧縮率」——構造的な冗長性の除去——は同等である。第 6 章 §6.3

でこの非対称についてより詳しく論じる。

5.3 Lawvere–Lambek プログラムの 2020 年代版

SFO と Sign の同型は、圏論的統一プログラムの系譜の中に位置付けることができる：

TABLE 5.1 — 圏論的統一プログラムの系譜

年代 統一者 統一された対象

1969 Lawvere Categorical logic： -formulas ↔ adjoint functors

1980s Lambek–Scott Cartesian closed category ↔ typed -calculus

2010s Arkani-Hamed–Trnka Canonical forms ↔ scattering amplitudes

2020s SFO と Sign が独立に 単一 primitive → 多相演算子代数の generation

Sign の位置付けを一文で述べれば：SFO が物理の余積を発見したのに対し、Sign は計算のための余

積を独立に発見した。ただし SFO 側と違って Sign 側にはまだ Nima Arkani-Hamed 級の理論物理学

者に相当する Lean 形式証明側の統合者がいない——これが Sign 側の次の課題である（第 7 章 §7.3

で予測として詳述する）。

106

Σ

λ
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歴史的位置付け

1980 年代の Lambek–Scott の Cartesian closed category と typed -calculus の対応は、圏論的意

味論と型理論のを結ぶ礎石となった。それから 40 年を経て、SFO と Sign が独立に「零対象を含む圏の

canonical form」という新しい対応を発見したことは、Lawvere が予期した「圏論的意味論が物理と

計算の共通言語となる」構想の 2020 年代における具体化と見ることができる。

λ
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C H A P T E R  6

非同型点 — 正直な限界と誤解の防止

前章までで 5 層の構造的同型を示したが、対応が破れる点を明示しなければ、根拠なきア

ナロジーに堕してしまう。本章では、SFO と Sign の対応が成立しない領域を 4 点にわ

たって厳密に述べる。これらの非同型点を理解することは、「Sign を SFO の言語版だ」と

誤解することを防ぎ、両者の同型がどこまで実質的で、どこからは方法論的なメタファー

であるかを区別するために不可欠である。

6.1 測度論性と組合せ論性の差

SFO の curve integral formula は  上の Schwinger 積分——連続測度を持つ。一方、Sign の

余積縮約は離散——AST の書き換えである。両者の対応は圏論的パターンとしては同型だが、具体的

な数学的対象としては別のカテゴリに属する。

両者を橋渡しするには tropical geometry（[arXiv:2402.06719] の Tropical Amplitudes For

Colored Lagrangians）が必要になる。tropical 極限では curve integral は  semiring 上の

組合せ論に潰れ、Sign の離散書き換えと同じレイヤーに乗る。しかし現時点でこの橋渡しは片方向：

Sign の離散構造から連続積分を復元する道は、まだ理論的には開かれていない。第 7 章 §7.1 でこ

の問題を「Sign 側への予測」として位置付ける。

6.2 Projective invariance の非対称

SFO の hidden zeros の一部は projective invariance（Möbius 変換不変性）から導出される。具体

的には、curve integral の  変数上の  作用に対する不変性が、特定の Mandelstam

invariant 集合の消滅と直接対応する。

Sign には、これに厳密に対応する対称性群が存在しない。Pass 3b は projective quotient を計算

していないし、Sign の型システムに Möbius 変換に相当する自然変換群は組み込まれていない。この

非対称性は本質的で、Sign を SFO の言語版だと言い切ると誤りとなる根拠である。

誤解の防止

もし「Sign の Pass 3b は SFO の hidden zeros を計算する」と主張する場合、それは Sign の圏論的

手筋が SFO と同じであることを言っているだけであり、Sign が具体的に  振幅の禁制運動学領域

を計算するわけではない。この区別は本書全体を通じて厳密に維持されるべきである。

α ​ ≥C 0

(max, +)

SFO (連続) ​

tropical limit
組合せ論 (離散)  ​ Sign (連続化)

α ​C PSL(2, R)

Tr(ϕ )3
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6.3 Universality と observability の差

6.3.1 Universality の差

SFO は次のように単一 formalism で拡張されつつある：

2024 年時点で、Arkani-Hamed 自身が Quanta インタビューで graviton までの拡張の兆候を示唆

している（[Quanta 2024]）。すなわち SFO は「究極的には量子重力の Yang-Mills 側の統一言語にな

り得る」という射程を持つ。

Sign の余積構造は、これに対応する universality を持たない。Sign が捕まえるのは「圏論的に整

合的な言語」の範囲であり、自然言語や実世界の物理現象への意味論的接続は与えない。Sign の中で

「グルーオン」や「重力」を書けるようにはならない——書けるのは、それらを計算するアルゴリズム

の数学的骨格だけである。

6.3.2 Observability の差

SFO の hidden zeros は原理的には実験可能である。  multi-pion process で対応する

Mandelstam invariants を tune することで、hidden zero locus 近傍での振幅の消滅を直接測定で

きる。Li–Wang–Brauner–Roest (2025) の pion 散乱の exact factorization 証明も、この観測可能性

を基礎としている。

Sign の Pass 3b reason  は、これに対応するものではない——それは「そのプログラムを実行すべ

きでない」というメタ情報であり、実行時には生きない。canonical form の residue tower のような

物理的な意味を持たない。すなわち Pass 3b は「あるコード形が禁制であることを静的に検出する診

断」であって、「その禁制が実行時に観測される」ものではない。

6.4 形式証明成熟度の差

SFO 側の理論的成熟度：

Arkani-Hamed–Trnka 予想（BCFW positroid セルによる tiling）は 2026 年時点で established

（複数の independent 証明；[HKTITAN 2026]）。

Positive geometry 全体の定式化は Arkani-Hamed–Bai–Lam により厳密な数学的定義から出発

（[Arkani-Hamed 2017]）。

Curve integral formula は組合せ論と代数幾何の言葉で完全に定式化済み。

Sign 側の理論的成熟度：

Tr(ϕ ) →3 pion → gluon (YM) → graviton の予兆

e e →+ −
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syntax_and_sets.md  §1 が自ら明示：「本書はまだ、評価器の完全な小ステップ意味論、型健全性の

証明、あるいは機械検証を与えない」。

sign-spec-status.pdf  §5 が明示：形式証明ファースト（Lean 等）ではなく「小さな実装 → 実地

でバグ検出 → 修正 → 文書化」の経験主義ループを明示的に選択。

362 テストケース（14 ファイル）による経験主義的検証のみ（2026-08-13 時点）。

したがって、「両者が数学的に同じ」という主張は現時点では厳密には成立しない。成立するのは「両

者が同じ圏論的パターンの二つの実装」まで。Sign 側が形式証明にたどり着けば（Lean で unit.md

の 10 箇所の同型を証明する等）、この対応は真の圏同値へ格上げできる可能性がある。この道筋につ

いては次章 §7.3 で詳述する。

TABLE 6.1 — 5 点の非同型のまとめ

観点 SFO Sign 橋渡しの道

測度論性 Schwinger 型連続積分 離散 AST 書き換え Tropical geometry（片
方向）

Projective

invariance

Möbius 変換不変性を

持つ

対応する群を持たない 未開拓

Universality  pion  gluon 

graviton

言語圏を出ない 意味論的橋渡しは原理的に

困難

Observability 実験可能（pion 散乱） Sandbox メタ情報
のみ

Sign を検証する外部世界が
必要

形式証明成熟度 BCFW-tiling が

established

経験主義的検証（362

テスト）

Lean/Coq による Sign 意味

論の形式化

ϕ →3 → →
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予測 — この同型は何を示唆するか

7.1 Sign 側への 3 つの技術的予測

SFO からの学びを Sign 側に輸入することで、Sign の言語仕様と実装に対して次の 3 つの具体的な予

測ができる。いずれも本書執筆時点で未実装だが、両分野の圏論的対応から自然に導かれる：

7.1.1 予測 1：Hidden zero 診断の言語版

Pass 3b の reason  タグに「単独では non- __  になるが、他の reason と組み合わせで必ず __  に潰れ

る」を検出するメタ規則を導入すべきである。これは SFO の hidden zero factorization の言語版で

ある。実装的には、Pass 3b reason  poset の 2-cocycle を計算する静的解析器となる。

7.1.2 予測 2：Tropical dequantization

Sign の TCO を「連続版 amplitude」の tropicalization として見直すと、trampoline の各 hop に

 変数を与えて Schwinger 積分の形で書ける可能性がある。これは Sign を Lean 側の型健全性証明

の中で連続版と橋渡しする道を開くかもしれない。tropical amplitude の理論（[arXiv:2402.06719]）

は、この方向の橋渡しに必要な数学的基盤を既に提供している。

7.1.3 予測 3：Cluster mutation の import

coproduct_resolver.md  の COPRODUCT_PHASES 順序決定を、cluster algebra の Y-seed の言葉で書

き直すと、confluence の証明が cluster algebra の Laurent 現象から降ってくる。これは Sign の

spec 側の理論武装として直接使える。  型 cluster algebra は既に完全に理論化されており、Sign

の余積解決順序をそこに埋め込むことで、Sign 側の confluence 証明が cluster algebra の基本定理

の系として得られる可能性がある。

7.2 SFO 側への輸出可能な思想

7.2.1 Reason 帳簿の物理版

Sign の Pass 3b が「なぜ潰れたか」を機械可読 tag で保持するのと同型の 「なぜ hidden zero が出

たか」の categorical accounting ——現在は case-by-case の発見だが、Sign 的な systematic tag

化が可能かもしれない。具体的には、各 hidden zero locus に対して「どの kinematic 変数が、どの

boundary residue から来ているか」を categorical に記録する形式的枠組み。

α

A ​n
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7.2.2 AArch64-native amplitude compiler

Sign が「圏論的言語を bare-metal に落とす」ことに成功しているように、curve integral formula

を FPGA/ASIC で hardware synthesis する言語基盤に Sign の余積 primitive が使える可能性があ

る。 sign-qnx-compat.pdf  が示した「Sign を車載 RTOS まで垂直統合する」道の延長線で、素粒子論の

振幅計算を専用ハードウェアに載せる新しいアプローチとなり得る。

7.3 2-cocycle 予想 — 言語版 hidden zeros

本書の最も具体的な理論的予想を、以下で完全な形で述べる。この節は独立ミニ論文として読めるよ

う構成した：定式化（7.3.1）、動機（7.3.2）、証拠（7.3.3）、反例候補と検証プロトコル（7.3.4）、実

装への道筋（7.3.5）、理論的含意（7.3.6）。

7.3.1 予想の完全な定式化

Sign の Pass 3b が生成する reason  タグの集合を  とし、含意関係「タグ  が付与された式は必ずタ

グ  も付与される」を  で表す。これにより  は前順序 (preorder) をなす。両側の含意

（  かつ ）で商を取ると poset  を得る。

定義 7.1（Reason poset の nerve と cohomology）

Poset  に対し、その nerve  は次の simplicial set： -simplex は連鎖 

 からなる。この simplicial set の cohomology を Sign の reason cohomology と呼び：

と定義する。  は連結成分を、  は非自明な 1-cocycle（含意グラフの loop）を数える。

R r ​1

r ​2 r ​ ⇒1 r ​2 (R, ⇒)

r ​ ⇒1 r ​2 r ​ ⇒2 r ​1 P :=reason R/ ∼

P ​reason N(P ​)reason n r ​ ⇒0 r ​ ⇒1

⋯ ⇒ r ​n

H ​(P ​; Z) :=sign
n

reason H (N(P ​); Z)n
reason

H0 H1



予測 — この同型は何を示唆するか

Sign × Positive Geometry 36

予想 7.1（本書；言語版 hidden zeros — 完全形）

Sign コード空間  を Pass 3b reason  tag で層別化する自然な写像  が存在し、次

が成立する：

1. 存在性：  には非自明な cocycle class が少なくとも 1 つ存在する。

2. 意味論的解釈：各非自明 cocycle class  に対して、次の性質を持つコード形  が存

在する：

(a) Pass 1a〜3a のいずれの単独パスでも型/意味論的に整合的。

(b) しかし複数の reason  の合成 tower の中で必ず零対象 __  に潰れる。

(c) 実行時テスト（Feynman-analog）では検出困難だが、  の cocycle 計算により機械的に

検出可能。

3. SFO 同型：この  は SFO の hidden zero locus と系 4.2 の意味で自然な全単射をなす（  で

少なくとも検証可能）。

7.3.2 予想の動機

SFO の hidden zero は「Feynman diagram レベルでは見えないが、正値幾何学の境界代数から必然

的に出る禁制振幅」である。Arkani-Hamed–Cao–Dong–Figueiredo–He (2024) は、これらが exact

factorization の隣接構造を持つことを示した。圏論的にはこれは「boundary cohomology の高次

obstruction」と解釈できる。

Sign 側で同じ問題を考える：「Pass 3b の reason  tag は個別には型検査の障害を記述するが、これ

らの合成で初めて出現する障害はないか？」——予想 7.1 は「ある」と主張する。系 4.2 の同型図式が

 で成立するなら、  でも成立するべきという自然な圏論的期待である。

7.3.3 弱形の証拠（  の場合）

予想 7.1 の  と  の場合は既に sign-spec-status.pdf  §5.3 の 362 テストで実質的に確認され

ている：

（連結成分）： reason  tag は 4 つの独立な連結成分に分かれる（arithmetic / bare-rest / flat-

layer / cat-pair）。これらは互いに含意関係を持たない。 。

（1-cocycle）： arithmetic-type-mismatch  → cat-pair-void  → list-in-arith  → arithmetic-

type-mismatch  の loop が実装上 1 つ確認されている。これが唯一の  生成元である可能性が高

い。 。

この 2 つの事実は、予想 7.1 の cohomology 計算が「実際に機械可読な情報を返す」ことの弱い証拠

を提供する。  の非自明性はまだ検証されていない。

S π : S → N(P ​)reason

H ​(P ​; Z)sign
2

reason

[ω] ∈ H ​sign
2 C ​ ⊂[ω] S

[ω]

[ω] n ≤ 5

n ≤ 1 n = 2

n ≤ 1

n = 0 n = 1

H ​sign
0

H =0 Z4

H ​sign
1

H1

H ⊇1 Z

H2
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7.3.4 反例候補と検証プロトコル

予想 7.1 が偽である可能性——すなわち  である可能性——も真剣に考慮すべきである。以下

の 2 つの反例候補と、それぞれに対する検証プロトコルを提示する：

反例候補 A：POSET が CONTRACTIBLE

 が単一の最大元・最小元を持つ格子（lattice）である場合、その nerve は可縮であり 

（ ）となる。検証法：Sign 実装から reason  tag と含意関係を機械抽出し、Hasse 図の

contractibility を discrete Morse theory で判定する（  アルゴリズム）。

反例候補 B：COCYCLE が BOUNDARY で潰れる

非自明な cocycle が存在しても、それが Sign コード空間  からの pullback で  となる場

合、対応するコード形は存在しない。検証法：Sign の Pass 3b 実装で reason  tag の pair を系統的に

生成し、実際に「両方が付与されうるコード形」を実装レベルで探索する（Property-based testing で

-order のサンプルを生成）。

両検証プロトコルとも Sign 実装の現行仕様（ sign-spec-status.pdf  §4-5）で技術的に実施可能であ

る。所要工数は Sign spec 実装チームで概算 3〜6 ヶ月と見積もる。

7.3.5 実装への道筋

この予想を実装として検証するには、次の 4 段階が必要である：

1. Pass 3b poset の形式的定義：現在 arithmetic-type-mismatch , bare-rest-non-tilde-list , flat-

layer-float-literal  などが並列に存在する reason  集合に、含意関係を明示的に与えて poset とし

て構造化する。Sign 側の spec に「reason 含意公理」を新設し、Pass 3b 出力がこの公理を満た

すことを機械検証する。

2. Simplicial nerve の効率的構築：  の現行 reason  tag 数に対して、simplicial nerve は

 個の simplex を持つ。  までなら  で計算可能。

3. Cocycle 計算アルゴリズム：poset の cohomology を計算する効率的なアルゴリズムを Sign 自身

で（または Lean で）実装する。  型 cluster complex の cohomology 計算の既存アルゴリズム

（Fomin–Reading 2005）が参考になる。実装は Sign 自身で行うのが望ましい——「Sign が

Sign 自身のコード空間の cohomology を計算する」という自己参照構造は理論的に意義深い。

4. 言語版 hidden zeros の存在証明：計算された 2-cocycle が実際に「実行不能なコード形」を捉え

ていることを、複数のサンプルプログラムに対して手動で検証する。  の SFO hidden zero

との対応表を作成し、系 4.2 の同型が  まで拡張可能かを確認する。

H ​ =sign
2 0

P ​reason H =n 0

n ≥ 1

O(∣R∣ )2

S π [ω] =∗ 0

104

∣R∣ ∼ 40

​ ​∑
n

(
n+1
∣R∣ ) n = 3 O(∣R∣ ) ∼4 2.5 × 106

A ​n

n = 4, 5

n = 2
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7.3.6 理論的含意と Sign 側の次の 5 年

この予想が正しければ、Sign は単なる圏論的プログラミング言語ではなく、「言語自身のコード空間の

cohomology を計算する能力を持つ言語」となる。これは Coq/Agda 系の依存型言語が提供する形式

証明能力とは異なる、categorical accounting 能力である。実装コストは大きいが、AI 出力のコン

パイル時受け入れ検査という文脈で、他に類を見ない検証能力となる可能性がある。

系 7.2（本書；AI 出力検証への含意）

予想 7.1 が正しく、かつ言語版 hidden zeros  の集合が有限個で機械的に列挙可能である場合、

Sign コンパイラは AI が生成した任意のプログラム  に対して、「  が実行時にどの cocycle class

で潰れるか」を コンパイル時に 決定できる。これは現行の型システム（Hindley-Milner や Rust の

borrow checker）が捕捉できない範疇の障害を、静的に検出することを意味する。

SIGN 側の次の 5 年の課題

Sign 側の次の 5 年の課題は次の 3 点である：

1. 予想 7.1 の証明（または反例の発見）と実装検証。

2. Lean/Coq による unit.md  §3 の 10 箇所の同型の形式証明。

3. Lawvere–Lambek プログラム（§5.3）の 2020 年代版として、Sign を「圏論的仕様言語」の正典

として位置づける教科書の執筆。

これらが完成すれば、Sign は SFO と正真正銘の圏同値関係を持つ言語として、理論的に正当化され

る。バイブコーディング反駁の教育論的含意（§8.2）は、この理論的正当化を前提として初めて実効的

となる。

[ω]

p ∈ S p
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含意 — 教育・産業・AI 共生への波及

8.1 AI 出力の受け入れ検査論としての Pass 3b

本書の同型分析は、単に理論的な美しさに留まらない。AI 生成コードの受け入れ検査という現代的な

文脈で、Sign（およびその圏論的手筋）は他に類を見ない実用的な役割を持つ。

Feynman diagram 主義で振幅を計算する物理学者が hidden zero を「見つけられなかった」のと

同じ理由で、従来の言語で書かれたコードは AI 生成コードの「決して踏まれない病理経路」を静的に

自動発見できない——人間が例外処理を思いつく必要がある。C/C++/Python の型システムは、AI が

生成した「型は通るが意味論的に禁制な」コードを機械的に列挙する能力を持たない。

Sign の Pass 3b は、「AI が書いたコードのどの式が、意味的にどう潰れるか」を residue の言葉で

自動的に列挙する——これはアンプリチューヘドロン以降の物理と同じ意味の カテゴリカルな診断能

力である。人間が「なぜこの AI 生成コードが動かないか」を理解できない状況——添付いただいた

human-ai-manifesto.md  が警告する「認知負債の無限蓄積」——を、圏論的な意味論の言葉で機械的に

補助する道具として、Sign 型の言語設計は不可欠になる。

8.2 教育カリキュラムへの示唆

物理教育史では、Feynman 図の導入によって「電磁相互作用を計算できる学生の裾野が飛躍的に広

がった」ことが知られている（旧来の Schwinger 方式は数学的に難しく履修者を絞った）。サーフェ

ソロジーは、その Feynman 図さえも「小学 5 年生に教えられる」（Spradlin, [Quanta 2024]）ほど

平易化した。

Sign の同型のインパクトは、「AI 時代の情報教育で、C/C++/Python を全部覚えなくても、 __  と

余積の一様則という数学の共通言語で意味を語れる」という点にある。「バイブコーディングで良いか

ら言語授業は不要」という議論に対する反駁は、次のように再定式化できる：

「AI が書けるから言語授業は不要」ではなく、「AI が書けるからこそ、意味を検証する層としての

言語教育が新しく必要になる」。C/C++/Python は廃止対象ではなく、AI の出力を読める最低限の下

地として残す。その上に、圏論的な媒介言語（Sign がその最有力候補）を通じて、「AI の出力を数

学の言葉で承認する」能力を育てる。効率(ROI)ではなく、理解する主権を教育の目的に置き直す。
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8.3 車載 RTOS／ベアメタルとの垂直統合

sign-qnx-compat.pdf  と sign-spec-status.pdf  が示した「LLM → Sign → C → qcc → QNX」の一直線パ

イプラインの意味は、本書の同型分析を踏まえるとより明確になる：

TABLE 8.1 — 「消えた舞台装置」の対応

— 物理側（SFO） Sign 側

消去された

「舞台装置」

時空（spacetime）、局所性、unitarity
を明示的に書く手続き

予約語、実行時型タグ、明示的分岐制御

届く先 Big Bang や black hole 中心のような

「時空が壊れる領域」

OS も libc もない、割込みハンドラ直下のよ

うな場所

目標 時空を消した canonical form が量子重

力の言語になる

予約語と実行時タグを消した圏論的コードが

AArch64 ベアメタルの言語になる

どちらも 「舞台装置が消えた先で唯一動く記述」を目指しているという意味で、思想は完全に平行し

ている。Sign が既にリポジトリ内で AArch64 QEMU 上でのベアメタル実行実験を進めている事実

（ alpha/javascript/target_info.js , qemu/start.s , qemu/link.ld ）は、この平行性が単なるメタファーで

はなく、実装として現実化しつつあることを示している。

最終的な位置付け

Sign は「アンプリチューヘドロンの言語版」ではなく、「アンプリチューヘドロンと同じ圏論的手筋

の言語での独立実現」である。そしてその射程は、AI 出力の意味論的受け入れ検査、圏論を共通言語と

する教育カリキュラム、車載 RTOS までの垂直統合、という 3 方向に既に届いている。物理と言語が同

じ圏論的パターンに独立に到達したという事実は、Lawvere–Lambek プログラムの 2020 年代版の実証

であると同時に、AI 時代の人間の主権をめぐる哲学的問い（マニフェスト §2「計算の主権を保つ」）

に対する具体的な技術的応答でもある。
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A P P E N D I X  A

Sign の主要仕様抜粋

A.1 unit.md  §3 — 零対象の演算則（要約）

A.1.1 算術における __

__ + X → X        X + __ → X        (単位元、A × A → A 対称性)

__ - X → X        X - __ → X

__ * X → X        X * __ → X

__ / X → X        X / __ → X

__ % X → X        X % __ → X

__ ^ X → X        X ^ __ → X

__ + K → __       P + __ → __       (結果が Address のときのみ吸収)

A.1.2 比較における __

__ < X → __       X < __ → __       (両辺とも吸収元)

__ <= X → __      X <= __ → __

__ = X → __       X = __ → __

__ != X → X       X != __ → X       (例外: 両辺とも単位元、非Unit側を返す)

__ > X → __       X > __ → __

__ >= X → __      X >= __ → __

A.1.3 積・余積における __

__ & X → __       X & __ → __       (積の吸収元 = 終対象)

__ | X → X        X | __ → X        (余積の単位元 = 初対象)

__ ; X → X        X ; __ → X        (排他的論理和 = 余積の差分)

A.1.4 完全性公理

f __ = __         (任意の関数 f に対して)
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A.2 type_system.md  §2 — Layer 2 Atom 内部型

TABLE A.1 — SIGN の LAYER 2 ATOM 内部型（ TYPE_SYSTEM.MD ）

型 説明 Layer 制約

Address アドレス（ポインタ）。 0x  記法と $  が返す値。Overflow が __  へ収束 0 以上

Int 整数（十進）。符号の有無は値域の性質。Overflow はラップアラウンド 0 以上

Float 浮動小数点数。FPU を要する 2 以上

Char 1 文字（符号位置）。 String  の要素型 0 以上

String 文字列（ List(Char)  と同型） 0 以上

Vector SIMD ベクトル型 3 以上

List(T) 同一型の値の 1 次元配列 0 以上

Struct 固定オフセットで並ぶ連続ブロック。スロットごとに型が違ってよい 0 以上

Implicit(T) 暗黙のアドレス（場所） 0 以上

Iterator(T) ストリーム（Pull 型） 0 以上

Reader(T) 入力（時間に沿って来る値の列） 0 以上

Unit 単位元・空・無 0 以上

A.3 0_design_principles.md  — 原理 1 の一節（引用）

「ハードウェアには型が無いという通念は誤りである。ハードウェアに無いのは値に付いた実行時タ

グであって、型ではない。GPR と FPU が物理的に別のレジスタファイルであることは整数と浮動小

数点の型区別であり、 add  と fadd  は別命令であり silicon が区別を強制している。すなわちハード

ウェアは、実行時タグを持たない静的型システムそのものである。Sign の型システムは、型の無い

ハードウェアに型を載せているのではなく、ハードウェアが既に持っている型を書き写している」
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A P P E N D I X  B

サーフェソロジー技術用語集

Amplituhedron（アンプリチューヘドロン）

 超対称 Yang-Mills 理論の tree/loop 散乱振幅を、その canonical form として実現する

Grassmannian  内の正値幾何学的対象。2013 年 Arkani-Hamed–Trnka による発見。

Associahedron（アソシエヘドロン）

Stasheff polytope とも。次数  の凸多面体。ABHY associahedron はその kinematic space にお

ける実現で、bi-adjoint  理論の tree 振幅を canonical form として与える。

BCFW recursion（BCFW 再帰）

Britto–Cachazo–Feng–Witten (2005) の散乱振幅の再帰関係。Feynman diagram を経由せずに tree

振幅を計算する方法を提供し、正値幾何学プログラムの前身となった。

Canonical form（正準形式）

正値幾何学  に一意に定まる有理形式 。境界上に対数的単純極を持ち、residue が再帰的に境

界の canonical form になる。散乱振幅の正体。

Cluster algebra（クラスター代数）

Fomin–Zelevinsky (2002) により導入された代数。cluster variables が mutation という操作で生成

される。サーフェソロジーでは fatgraph の flip がこの mutation と一致し、canonical form の不変性

を保証する。

Curve integral formula（曲線積分公式）

Arkani-Hamed–Frost–Salvatori–Plamondon–Thomas (2023) が提示した、面上の曲線から散乱振幅

を計算する Schwinger 型積分の公式。Feynman diagram 主義を置き換える。

Double copy（二重コピー）

Bern–Carrasco–Johansson (2008) 以降の観察で、gauge 理論の振幅を「二乗」することで重力理論の

振幅が得られる現象。Paranjape et al. (2024) が hidden zeros との関連を示した。

Fatgraph（ファットグラフ）

頂点周りに巡回順序が定められたグラフ。曲面の三角形分割を組合せ論的に表現する。SFO において曲

線を数えるための基底構造。

Feynman diagram（ファインマン図）

粒子の相互作用を線と頂点で表現する図形。時空局所性を明示的に書き下ろす代償として、 -点振幅で

 の diagram が必要になる。

Grassmannian（グラスマン多様体）

 で表される、  次元ベクトル空間中の  次元部分空間全体のなす多様体。アンプリチューヘドロ

ンはその正値部分（positive Grassmannian）に住む。

Hidden zeros（隠れたゼロ点）

N = 4

G(k,n)

n − 3

ϕ3

(X,X ​)≥0 Ω

n

O(n!)

G(k,n) n k
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Figueiredo (2022) の発見。 ／pion／gluon の 3 理論の tree 振幅が、特定の Mandelstam invariant

集合を 0 にする kinematic locus で全て厳密に消える現象。Feynman diagram レベルでは見えない。

Mandelstam invariant（マンデルスタム変数）

散乱過程における粒子の運動量から作られる Lorentz 不変量。振幅の変数として用いられる。

Positive geometry（正値幾何学）

Arkani-Hamed–Bai–Lam (2017) による厳密定式化。境界が再帰的に正値幾何学になっている半代数集

合と、一意に定まる canonical form の対。

Residue（留数）

有理形式が極を持つ場所での「留まり方」を測る値。正値幾何学では境界成分での residue が次元を 1

つ下げた canonical form に一致する（Res-recursion）。

Scalar-scaffolded gluons

Arkani-Hamed–Cao–Dong–Figueiredo–He (2024)。  の -点振幅を -点に double scaffold

し、hidden zeros を保つ唯一の kinematic shift を適用すると gluon 振幅が回収される定式化。

Supersymmetry (SUSY)（超対称性）

boson と fermion の間の対称性。  SYM で最大化される。アンプリチューヘドロンは SUSY を要

求するが、SFO は SUSY 不要で現実の粒子に届く。

Surfaceology（サーフェソロジー / 曲面幾何学）

SFO。2023 年以降の Arkani-Hamed グループによる新しい散乱振幅計算法。面上の曲線という単一

primitive から散乱振幅を導出する。

（トレース  理論）

最も単純な colored scalar 場理論。bi-adjoint  とも呼ばれ、正値幾何学プログラムの主要な玩具模

型として扱われる。

Tropical geometry（熱帯幾何学）

 semiring 上の代数幾何。連続な代数幾何を離散な組合せ論に翻訳する枠組み。SFO の連続測

度性と Sign の離散書き換えを橋渡しする候補理論。

-variables（  変数）

cluster algebra から曲面幾何学に移行する際の座標変数。canonical form を明示的に書き下ろす際の

技術的道具。

ϕ3

Tr(ϕ )3 n 2n

N = 4

Tr(ϕ )3 ϕ3

ϕ3

(max, +)

u u
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A P P E N D I X  C

対応表の完全版（20 行）

本書全体を通じて散在する SFO と Sign の対応を、単一の 20 行表として集約する。学術発表・レポー

ト引用時の参考として。
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TABLE C.1 — SFO ↔ SIGN 対応の完全版

# 観点 SFO 側 Sign 側

1 消去された「舞台装置」 時空、局所性、unitarity の

明示手続き

予約語（ null / if / switch ）、実行時

型タグ

2 単一 primitive 正値幾何学の canonical

form 

零対象 __  と余積演算子（空白）の対

3 primitive の特徴づけ
公理

境界に対数的単純極、

residue が再帰
完全性公理、爆発律、

4 単一 primitive の多相

分岐

曲線の左右回転パターンから

4 種縮約

 が 5 種類に分岐

5 「膨大な冗長」の圧縮率  diagram → 単

一 volume

数十 keyword → 演算子 24 階層

6 異理論／異型の統合 ／pion／gluon が hidden

zeros 共有

関数／List／String が __  に収束

7 「なぜ潰れたか」の帳簿 Canonical form の

residue tower

Pass 3b の reason  フィールド

8 Superセット拡張 Non-SUSY (SFO) が SUSY を

包含

Sign が Rust/C++ の

monomorphization を包含

9 Kinematic shift / call-
site spec

Scalar-scaffolded gluon の
shift 

Pass 1b の ArgSig 

10 Specialization の一意性 Hidden zeros を保つ shift

は一意

ArgSig の一意性、曖昧なら Pass 3b で

拒否

11 Mutation / rewriting Fatgraph flip = cluster

mutation

COPRODUCT_PHASES =

string rewriting

12 Confluence の保証 Laurent 現象 Phase 順序と左結合性の両立

13 実行時展開の圧縮 Curve enumeration は多項

式時間

TCO トランポリンで 100 万深さ再帰

14 圏論の実装分野 Cluster algebra / Fock–
Goncharov

Squier のホモトピー理論

15 「時空」/「言語」

の source

時空は幾何学の影 言語の型はハードウェアの影

16 Universality の射程 言語圏内（意味論的橋渡しなし）

Ω

__ =

Init ≅ Term

⊙(Cat, Cat)

O(n!)

ϕ3

δ

σ

ϕ →3 gluon → graviton
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17 Observability Pion 散乱で実験可能 Sandbox のメタ情報のみ

18 Projective invariance Möbius 変換不変性を持つ 対応する群を持たない

19 形式証明成熟度 BCFW-tiling が

established (2026)

経験主義的（362 テスト、Lean 証

明未達）

20 圏論的統一プログラムでの

位置

Arkani-Hamed–Trnka の
2010s 版

Lambek–Scott の 2020s 版
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